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MATHEMATIQUES FINANCIERES DE BASE POUR L’ACTUARIAT

Pour les 14 questions suivantes, on adopte la convention de taux annuel, les intéréts étant payés en
fin de période. Les annuités des crédits sont payées en fin de période.

Q.1

Q.2

Q3.

Q4.

Un particulier fait 10 placements annuels (versés en début de période) de 10 000 euros au taux
de 3.5%. Quelle est la valeur de son placement a la fin de |la 10éme année ?

A) 117 314 euros

B) 119 250 euros

C) 121420euros

Un particulier fait 3 placements annuels (versés en début de période) de 10 000 euros. La
valeur de son placement a la fin de la 3éme année est 32 560 euros. Quel est le taux de son
placement ?

A)  3.75%
B) 4.15%
C)  4.50%

Quelle est I'annuité d'un crédit de 350 000 euros d'une durée de 20 ans au taux de 3.25% ?

A) 24 073 euros
B) 26271euros

C) 28875 euros

Soit un crédit de 15 000 euros d'une durée de 3 ans au taux de 2%. Les deux premiéres annuités
sont de 5 000 euros. Quel est le montant de la troisiéme annuité ?

A) 5 000 euros
B) 5328euros
C) 5616euros
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Q5. Soit un crédit de 15 000 euros d'une durée de 15 ans dont 2 ans de différé total, au taux de
3.5%. Aprés deux annuités égales a 0 euros, quelle est I’annuité constante payée les années
suivantes ?

A) 1 407 euros
B) 1507 euros
C) 1560 euros

Q6. Quelestle colit d'un crédit de 350 000 euros (avec annuités constantes) d'une durée de 20 ans
au taux de 4.00 % ?

A) 165 072 euros
B) 211571 euros

C) 280000 euros

Q7. Quel est le coit d’un crédit de 50 000 euros sur 10 ans a amortissement in fine, sachant que le
taux est de 3.50% ?

A) 10 121 euros
B) 12244 euros
C) 17500 euros

Q8. Soit un crédit a amortissement constant de 250 000 euros sur 10 ans au taux de 3.0 %.
Quels sont les intéréts cumulés payés sur les 4 premiéres années ?

A) 17 231 euros
B) 20250 euros
C) 25500 euros

Q9. Soituncrédit de 120 000 euros d'une durée de 8 ans au taux de 4.5333 %, dont les trois premieres
annuités sont de 15 000 euros. Quel est le capital restant di aprés la 3éme annuité ?

A) 75 000 euros
B) 83333euros
C) 90000 euros
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Lissage de prét : On considére une combinaison d'un crédit classique de 250 000 euros a taux
5.00% d'une durée de 25 ans, et d'un prét a taux zéro d'un montant de 50 000 euros et d'une
durée de 10 ans sans différé. Le colt du prét lissé est :

A) plus petit que le colt du crédit classique
B) égal au colt du crédit classique

Q) plus grand que le co(t du crédit classique

Quel est le coupon d’une obligation 10 ans de nominal 100 ayant un taux de rendement a
maturité de 3.5% et qui cote 93.76 ?

A 2.75%
B) 3.50%
C) 425%

On considére une obligation de taux de rendement de 2% et de sensibilité de 5.
Si le taux de rendement augmente de 0.5% le détenteur de I'obligation supporte :

A) une baisse relative de 2.5%
B)  une baisse relative de 1%
C)  une hausse relative de 1%

D)  une hausse relative de 2.5%

Quel est le prix forward a terme d'échéance 2 ans d'une action (sans dividende ni repo) qui
cote 25 euros aujourd'hui, sachant que la valeur aujourd'hui du zéro-coupon de nominal 100
et de maturité 2 ans est de 94.00 euros ?

A) 23.50 euros
B)  25.00 euros
C)  26.60euros

Q. 14 On considére une action qui cote 35 euros. Le call européen de strike 35 euros et de maturité

2 ans cote 5.00 euros. Le taux d’intérét a 2 ans vaut 3.00%. On suppose que le marché est sans
arbitrage. Quel est le prix du put européen de méme strike et de méme maturité ?

A) 299
B) 3.99
C) 5.00
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Mathématiques de I’Assurance - vie

Pour répondre aux quatre questions suivantes, on se référera aux tables de mortalités
TF 00-02 (pour les femmes) et TH 00-02 (pour les hommes) fournies en annexe. Lorsque deux
ou plusieurs personnes sont concernées, on fait I'hypothése que leurs durées de survie
indépendantes.

Q1 Laprobabilité qu'un homme de 80 ans décéde avant d'avoir atteint I'dge de 85 ans

est:

A) 0,28103
B) 0,29561
C) 0,35482
D) 0,39349
E) 0,42806

Q2 La probabilité qu'une femme et un homme de 80 ans décédent tous les deux avant
d'avoir atteint I'dge de 90 ans est :

A)  0,35483
B) 0,37401
C) 0,39351
D) 0,40208
E) 042714

Q3 La probabilité que parmi deux hommes et deux femmes de 80 ans, il y ait au moins
une survivante et au moins autant de survivantes que de survivants a I'dge de 90 ans,

est:

A)  0,66392
B) 0,67401
C) 0,68427
D) 0,82321
E) 094227
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Q4 On note @ la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

Q5

La probabilité que, parmi cinq cents hommes et cinq cents femmes de 80 ans, il y ait
au moins 100 décés de plus chez les hommes que chez les femmes avant 90 ans est
approximativement égale a :

A) 1 — ®(1,96)

B) 1 — (1, 64)

C) 1 — d(1,43)

D) 1 — d(1,12)

E) 1 — ®(0,05)

Conformément au modeéle de Moivre, on considére une durée de vie modélisée par
une variable aléatoire T vérifiant :

wl_r o -1 gl
pirsq =i (o) si0<t<w

0 51t = w

A) L'espérance E(T) de la variable aléatoire T existe pour toute valeur positive du
paramétre a et vaut w/a

B) L'espérance E(T) de la variable aléatoire T existe si, et seulement si, a > 0 et vaut
w/o

C) L'espérance E(T) de la variable aléatoire T existe pour toute valeur positive du
parametre a et vaut w/(a + 1)

D) L'espérance E(T) de la variable aléatoire T existe si, et seulement si, a > 0 et vaut
w/(a+1)

E) Lavariable aléatoire T ne peut jamais excéder E(T)
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Q 6  En notation actuarielle internationale, I'expression E
k=0

(k+2)
(14)k

(oi i désigne un taux

technique d’actualisation, compris entre 0 et 1) s’écrit :

A) (Ia)ﬁ| +2a
3) (Ia)m‘ + Qam'

C) a.)Hl + Qam
D) ([ a.)m + 25‘7@—+1|
) (Ia) +2 En—l—l

n+1

Q7 Soit X une variable aléatoire de densité f donnée par :

272 siz >0
- -

0 sinon

L'écart-type de X est égal a :

A) 172
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Q8 Soit Y une variable aléatoire de densité g donnée par :

0 sty < —1
gy)=qy+1 si —1<y<0
e siy>0

On note G la fonction de répartition de Y .

A)
B)
Q)
D)
E)

G est croissante, continue et convexe sui R
G admet une discontinuité au point -1

G admet une discontinuité au point 0

G admet une inflexion au point 0

G admet un maximum au point 0

Q9 On considere deux variables aléatoires indépendantes X et Y suivant chacune la loi de
Poisson de parameétre A (> 0).

A)
B)
C)
D)
E)

P(
P(X +Y =1]) = (Ae™)?
PIX+Y =1)=e2
(
(

X4V =1]) =A™

P(IX+Y =1))=2(1+X)e
P(I X +Y =1]) =2X(e™)?

Q 10 On considére trois événements A B,C liés a une méme expérience aléatoire,
considérés comme des parties d'un ensemble fondamental €, vérifiant l'inclusion :

A)
B)

ANBCC.
La probabilité P(A n B n C) s'écrit alors :
AP(A/B)P(B)
P(A/C)P(C)
P(B/C)P(C)

0)
D)
E)

D) P(A)P(B/A)P(C/B)
E) P(B)P(A/B)P(C/A)
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Q 11 Le taux instantané de mortalité d'un groupe de n tétes s'éteignant au premier déceés

est:

A)
B)
Q)
D)
E)

Le produit des taux de mortalité des tétes qui composent le groupe

La somme des taux instantanés de mortalité des tétes qui composent le groupe

La moyenne des taux instantanés de mortalité des tétes qui composent le groupe

Le plus fort des taux instantanés de mortalité des tétes qui composent le groupe

Le plus faible des taux instantanés de mortalité des tétes qui composent le groupe

Q 12 Si X suit la loi binomiale B(n, p)1 alors1 pour tout entier kK compris entre 1 et n:

PIX=k  pn—-kF)
PX=k—-1 k(1-p)
PX=Fk  pn—-k+1)
PX=k-1  k(1-p)

P X =k pn—Fk—1)
PX=k—-1 (k=1)(1-p)
PX=k  (1-p)(n—Fk+1)
PX=k-1] (k—1)p
PX=k (1-p(k-1)
PX=k-1  (n—k)p

Pour répondre aux deux questions suivantes, on utilisera un taux technique de 2% et on se
réferera a la table de mortalité TF 00-02 fournie en annexe.

Une femme de 55 ans souscrit un contrat de capital différé de 10 ans, pour un capital de
100000 euros.

Q 13 La prime pure unique du contrat est égale a :

A)
B)
Q)
D)
E)

81768,23 euros
80142,77 euros
79412,87 euros
78257,16 euros
77358,12 euros
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Q 14 Au lieu d'une prime unique, le contrat prévoit cinq versements annuels, payables en
cas de survie. La prime pure annuelle correspondante est égale a :

A)  30245,32 euros
B) 19588, 21 euros
C) 16395,35 euros
D) 15208,67 euros
E) 12401,33 euros

Page | 9



| R I\/I | institut du risk
management ¥,

Q Mathématiques de I’Assurance — non vie

Question 1 :
Considérons l'expression suivante d’un modele linéaire :

V1<i<n,y =p0"% +e¢.

Parmi les propositions ci-dessous, laquelle n’est pas supposée dans le cadre d’un régression
linéaire hétéroscédastique ?

(Hi) = ] = pour tout indice 4,
(H2): V]| =0 pour tout indice 1,
(H3) ] =0 pour tout couple d’indices distincts i # j,
(Ha) ] =o%x; pour tout indice ¢,

a1
a2
03
a4
Question 2 :
Soit 11 observations (z;,y;) pour ¢ allant de 1 & 11, que nous considérons issues d’un modele
linéaire de type y; = Bx;+¢€;. Nous estimons 3 sous I'hypotheése d’homoscédasticité des résidus
et B sous 'hypothese d’hétéroscédasticité des résidus. Quelle est la valeur de g — 37
i X v
1 v 12
2 9 21
3 v 14
4 5 3
5 1 34
6 10 5
7 11 27
8 5 39
9 13 2
10 8 10
11 14 78
3 -0,05
3 0,15
3 0,05
0 -0,15
Question 3 :

Dans le cadre de la validation de l’estimation de quatre modeéles linéaires sur quatre jeux de
données différents et en supposant ’hétéroscédasticité des résidus, nous obtenons les graphiques
suivants. Quel modele ne présente pas d’indices permettant de rejeter les hypotheses sous-
jacentes 7

o1
a2
a3
a4
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Question 4 :
Parmi les expressions de la valorisation a 1'ultime brute de recours, laquelle n’est pas exacte ?

O la somme des reglements lorsque tous les sinistres sont définitivement clos.

O la somme des reglements, des provisions au dossier brutes de recours et des provisions complé-
mentaires brutes de recours.

O la somme des reglements et des provisions au dossier brutes de recours.

O la somme des charges et des provisions complémentaires brutes de recours.

Question 5 :
Selon le triangle des paiements nets de recours cumulés ci-dessous, quelle serait le niveau de
provisions pour sinistres a payer nette de recours obtenu par I'application de la méthode de
Chain Ladder ou de Mack ?

Triangle de paiement cumulés ] 1 2 3
2019 45000 120000 204000 244500
2020 43000 122500 208250
2021 21500 125750
2022 52500

O 420 400

3 390 800

3 1025 100

0 634 300

Question 6 :

Quelle définition d’un intervalle de confiance au niveau « est-elle correcte ?

O Un intervalle de confiance de niveau « € [50%, 100%[ d’une quantité non observée, par exemple
de yn41, est une fenétre estimée a 'intérieur de laquelle la quantité est censée se trouver avec
une probabilité au moins égale a 1_70‘ Un intervalle de confiance ne doit en particulier pas
dépendre de quantités inconnues, le rendant ainsi toujours calculable.
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O Un intervalle de confiance de niveau « € [50%, 100%[ d’une quantité non observée, par exemple
de yn+1, est une fenétre probabiliste a I'intérieur de laquelle la quantité est censée se trouver
avec une probabilité au moins égale a «. Un intervalle de confiance ne doit en particulier pas
dépendre de quantités connues, le rendant ainsi toujours théorique.

O Un intervalle de confiance de niveau « € [50%, 100%[ d’une quantité non observée, par exemple
de yn+1, est une fenétre probabiliste a l'intérieur de laquelle la quantité est censée se trouver
avec une probabilité au moins égale a 1*70‘ Un intervalle de confiance ne doit en particulier pas
dépendre de quantités connues, le rendant ainsi toujours théorique.

O Un intervalle de confiance de niveau « € [50%, 100%[ d’une quantité non observée, par exemple
de y, 41, est une fenétre estimée a l'intérieur de laquelle la quantité est censée se trouver avec une
probabilité au moins égale & «. Un intervalle de confiance ne doit en particulier pas dépendre

de quantités inconnues, le rendant ainsi toujours calculable.

Rappels pour les questions 7 et 8

— Chain Ladder :

— Chain Ladder :

— Modele linéaire simple :

— Modele linéaire simple :

7(3 T(2
— g8 = 2.353, qp 52 = 2.920, g

— ¢ ¥ =1.638, 1 ) = 1.886, g

— g = 0.765, q0 2 = 0.816, q

V]éns1] =62

T T T
a3 =3.182, ¢ (2 = 4.303, (;7@%)5 — 12.706
— 6.314
0.95
T(1
) 7(2) °7é<1)>: s
— qo.s75 = 1.423, qy 575 = 1.604, (179'(%5 = 2.414
— 1.000
0.75

Nous rappelons quelques résultats relatifs aux intervalles de confiance :

2
xn—i—l >
b
i=1%i

2019
2020
2021
2022

320
360
320
400

1 2
460 506
540 600
500

556,06

Question 7 :

Dans le cadre de la prédiction, par la méthode de Chain Ladder ou de Mack, du prochain
montant des paiements cumulés relatifs a ’année de survenance 2022, quelle serait la borne
inférieure de I'intervalle de confiance de niveau 90% ?

O 522,74
0 537,75
3 550,10
0 557,56
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Question 8 :

Dans le cadre de la prédiction, par la méthode de Chain Ladder ou de Mack, du prochain
montant des paiements cumulés relatifs a ’année de survenance 2021, quelle serait la borne
supérieure de l'intervalle de confiance de niveau 75% sachant que la borne inférieure est égale
a 541,427

O 564,28
O 564,58
O 560,69
O 562,04

Question 9 :
Quelle mesure de performance est-elle sous-jacente a ’estimation d’un modele linéaire hété-
roscédastique ?

O les carrés des résidus,
O les carrés, correctement pondérés, des résidus,
O la vraisemblance,

O les valeurs absolues des résidus.

Question 10 :

Nous disposons d'une base de données de sinistres impactant la garantie dégat des eaux
d’un produit d’assurance habitation. Les variables & disposition sont les suivantes : la surface
du logement, la survenance ou non d’au moins un sinistre au cours des derniéres années, et
enfin l'origine du dégat des eaux : les parties communes, le voisinage, la salle de bain ou la
cuisine. Apres I'encodage de la base de données, quel sera le nombre de composantes de la
matrice de design ?

g3
a4
05
a6

Estimations de modéles linéaires généralisés pour les questions 11 et 12

Nous estimons un modele linéaire généralisé additif et un modele linéaire généralisé multi-
plicatif sur un méme jeu de données et obtenons les estimations ci-dessous.

_ Maodéle additif Modéle multiplicatif

|beta_0 0,04 beta O -3,21
|beta_1 0,01 beta_1 0,22
|beta_2 -0,02 beta_2 -0,7
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Question 11 :

Selon le modele additif, quelle est ’espérance d’un profil avec x = (1,1,1) ?

3 0,040
3 0,020

7 0,025
3 0,030

Question 12 :

Selon le modele multiplicatif, quelle est I'espérance approximative d’un profil avec x =
(1,1,1)7

0 0,040
3 0,020
3 0,025
3 0,030

Question 18 :

Considérons 4 profils de risques défini ci-dessous a partir de la matrice de design, et avec les
espérances de sinistralités données. Quelle fonction de lien est sous-jacente au modele linéaire
généralisé considéré ?

Ex*"O xM xA2 Prédiction
980

1180
880

1060

[ ™
= = O O
= O = O

O identité g(z) =z

O logarithme g(z) = log(x)

O logit g(x) = log ﬁ)

O exponentielle g(z) = exp(x)

Question 14 :

L’estimation d’un modeéle linéaire généralisé d’une variable aléatoire d’intérét Y par rapport
a une variable explicative X permet d’estimer :

O lespérance de Y| X mais pas la variance de Y| X,
O Despérance et la variance de Y| X mais pas la médiane de Y| X,
O l'espérance et la variance de Y mais pas la médiane de Y,

O Vespérance, la variance, et les quantiles de Y| X mais pas la médiane de X.
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STATISTIQUE ET ANALYSE DE DONNEES

Dans le cas général, la loi d’'un modéle statistique X, Xa, ..., Xn est

A)
B)
Q)
D)

la loi jointe des n variables aléatoires
le produit des lois des n variables aléatoires
la loi de X1

la somme des lois des n variables aléatoires

Un estimateur d’un modele statistique Xi, X, ..., Xn construit a partir de n
observations xi, X2, ..., Xn est :

A)
B)
Q)
D)

la valeur du parameétre inconnu
la moyenne des observations
une fonction des variables aléatoires

une fonction des observations

Le fait que le modeéle soit un modeéle exponentiel est utile car :

A)
B)
Q)

D)

les variables suivent des lois normales
la variance des variables est égale a leur espérance

I’estimateur du maximum de vraisemblance est identique a celui de la méthode
des moments

I’estimateur du maximum de vraisemblance existe et est unique
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On veut savoir a I'aide d’un sondage d’opinion si le candidat « A » ou le candidat « B »
va étre élu. On modélise le choix de chacun des sondés par une loi de Bernoulli de
parameétre p, p étant la probabilité que « A » soit élu.

On utilise ensuite une approximation par la loi normale pour obtenir un intervalle de
confiance asymptotique de niveau 95%.

(On rappelle que I'espérance d’une telle loi est p et sa variance p (1 - p). On rappelle
également que le quantile 0,95 d’une loi normale centrée réduite est 1,64 et le quantile
0,975 est 1,96.)

Si on observe 52% d’intentions de vote pour le candidat A et le nombre de sondés est
2025, un intervalle de confiance de niveau 95% sera :

A)  [0,502 —0,538]

B) [0,498 -0.542]

C) [0,509 -0,531]

D) [0.511-0,529]

Si on diminue le niveau de confiance a 90% pour le méme probléeme :

A)  l'intervalle de confiance est réduit ; il contient des valeurs en-dessous de 0,5
B) I'intervalle de confiance est réduit ; il ne contient pas de valeur en-dessous de 0,5
(@) I'intervalle de confiance agrandi ; il contient des valeurs en-dessous de 0,5

D) Vlintervalle de confiance agrandi ; il ne contient pas de valeur en-dessous de 0,5

Dans un test statistique, on fixe :

A)  la probabilité d’erreur de premiere espéce et la puissance

B) la probabilité d’erreur de premiére espece et la probabilité d’erreur de seconde
espéece

C) la probabilité d’erreur de premiére espéce

D) la puissance
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Dans un test statistique de niveau a d’une hypothése Ho contre une hypothése
alternative Hi, le test est défini par sa région critique qui est :

A) l'ensemble des valeurs conduisant a rejeter Ho lorsque Ho est vraie

B) I’ensemble des valeurs conduisant a accepter Ho lorsque Hj est vraie

C) I'ensemble des valeurs pour lequel le test ne permet pas de distinguer entre

Ho et H1

D) [I’ensemble des valeurs pour lesquelles la puissance est inférieure a la probabilité
d’erreur de premiere espece

Dans une analyse en composantes principales (ACP), une valeur propre du nuage des
individus associée a un axe principal mesure

A) la déformation lors de la projection sur cet axe

B) linertie résiduelle autour de I'axe

C) lavariance de la composante principale associée

D) la part des corrélations expliquée par I'axe

Dans une analyse en composantes principales (ACP), on centre :

A) le nuage des individus et le nuage des variables de maniére a avoir les mémes
valeurs propres et vecteurs propres pour les deux nuages

B) seulement le nuage des individus de maniére a avoir les mémes valeurs propres
et vecteurs propres pour les deux nuages

C) le nuage des individus et le nuage des variables de maniére a avoir la
correspondance entre coordonnées du nuage des individus et axes du nuage des

variables

D) seulement le nuage des individus de maniéere a avoir la correspondance entre
coordonnées du nuage des individus et axes du nuage des variables
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Q10. Dans une analyse en composante principales (ACP) normée, les points représentant
les variables se projettent

A)
B)
Q)
D)

sur le cercle des corrélations
a l'intérieur du cercle des corrélations
de maniére duale aux composantes principales

en minimisant I'inertie expliquée

Q11. Dans une analyse factorielle des correspondances (AFC), on utilise comme métrique

A)

B)

Q)

D)

la distance du y?, qui ne donne pas plus d’importance aux modalités les plus
fréquentes

la distance du y?, qui donne plus d’importance aux modalités les plus fréquentes

la distance inverse des variances, qui ne donne pas plus d’importance aux
modalités les plus fréquentes

la distance inverse des variances, qui donne plus d’importance aux modalités les
plus fréquentes

Q12. La qualité de représentation d’un point en analyse factorielle mesure :

A)
B)
Q)
D)

la contribution de ce point a l'inertie totale
la contribution de ce point a I'inertie expliquée par I'axe
la distance au centre de gravité du nuage

la fidélité de la distance au centre de gravité du nuage de ce point en projection
par rapport a sa distance réelle au centre

Q13. Une méthode de partitionnement cherche a obtenir, pour un nombre de classe fixé,

A)
B)
Q)
D)

une inertie interclasse faible et une inertie intraclasse faible
une inertie interclasse faible et une inertie intraclasse élevée
une inertie interclasse élevée et une inertie intraclasse élevée

une inertie interclasse élevée et une inertie intraclasse faible
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Q14. Une stratégie d’agrégation en classification ascendante hiérarchique permet

A)  de constituer des classifications optimales
B)  d’agréger au fur et a mesure les groupes les plus semblables
C) deréduire la complexité du probleme

D) d’obtenir l'inertie interclasse maximale
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